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�

�	 ��������������	� ��
�� �	
 ������ �� ��� 
�������	 � ������ ���	��� �	 �
����	 ���	��� ����� �	�������	 �� 
�������
 ��	���� �	
��� ���������� ������
�	� ��� ������� �	
  �	����� !"###$ �� ������� �	 �
������� �������� �����
��	 �� ������
 �� ��	� ��������	� �	�����	� ��	����% ����	���� �	
 ���������

����

��� �������
 �����
����� �� ������
 �� ��� &��	�� ���	���� '��	� ����	���
��� ����	��� ������% ���� �	
������ �������� ��� ����������� � ���	� �	 �	
����������	� �� � 
���������	� ����� ������	� �� ��� ������ ������ ���� ������
��� �	
�� �� ��	��	��
 ���� ��� ���� ���� � �����	�� 
���	� ����
 �	 ���
������ ����� � ��� &��	�� �() ��������
 ������� � *������	��&��+�����
 ,�����
-� ��������	� �	�������	 ��� ����	��� ������% ��� �	
�� �������� ����� �������
�	
 ������ ������ ���	��� �	 &��	��� ��������% ��� ������� 
�������
 �� ���
�	
������ �� ���	�� �	������
 �	
 ��������� ��	� �������� ����� ��� �������

���	�� *�	��
���	� ���� �
������ ���� ��� �����	�� 
���	� ���� ��� ����% ���
���	�	� ���	� �	
�� �������� �����
�� �	 �������� ���	�� �	 ��� �����	� ��������
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.	���	� � �	 ���	��� ��� �����
� �	����
 � �����	� 
��	 ����� ��% �	 ��� ��	�����% �
� �������� ��� ������
 �� � ��� ����� �� ���	������� ���	
��
 ��������	� �����
�% ����

���	 ��	��� ���������	�% ���� ��	������ ���
 ��������	� ����������% ��� ��� �� 
����� ���	�	�
���	�� �	 ����� �����,� �����
� ���� �������� ���	 
�������
 �� 
����� ������ ���	����

��	�� -��	� �	
 �������� !1946$ �	
����	�
 ��������	� ���	� 
�7���	� ������ �� �
���	 ������ � ����	��� ������% ��� ����� �
�� � ����	� ��
��� ��� ���	 �� �������	� ������
���������� ���	��� ������� 
������� ������ ����	�� ��	�� 8������	 !1989$% ������ ����	�
�����	�
 ���� 9: �� ;9: ��������� ���� ���	 ��
��� ���
 �� �	���	�� �	 .�� !1994$%
 ����� �	
 /�	� !1994$% (�����
 �	
 :�
������ !1996$% *������ !1998$ �� .���+�� !1997$�
*���������	�� ���������	�� ���� ���� ������
 ����� ������	� ��������� �	����
 � 3��
��������� �� �	 .�� �	
 <����	 !1998 �	
 1999$ �� �������� 9�� ����� ���������� ���
����
 �	 ������������ ��	
����	�� 
����������	� � ��� �������
 �������� �	
 � ����������
�	
������ ����� �� 
����	 ��� ��� ��

�	 ������ ������ �������������� =�������� 
�	����
����� ��
��� ��� ���� ������� 
�������
 �� ������� ����	��� ����� �	
�������� ����� �����
�
��� �� �����
� � ���	�������� ������� �	 ��� ������

���� ���� ��� ��� ��
��� ���	���	� �	�� � ����������� ������� ���	 ��� ����� � ���
����� �� <��>� !1982$ ��� ����� �	 �	
������ ����
 �	 ��� ����������� � ��� 	��� ����	����
��������	� �	 ����	� �����% 
������	� ���	�	� ���	�� ������� ���������
 ����
 ���������	�� ���
���	 �	 ����1 �	 ������� ��� �� ��	
 �	 9	
�����	 �� ��� !2004$� 9����	������� ���	� �	
�����	�� ������	 
�������
 �	 ������������� 
�������	% .������-���� �� ��� !2000$ �����	��

�	 ����� ��
�� 
������	� ��������	 �������	����

-������ ���� ��	�� ���	� ��� �� �����% �	�������� �	
 �	������
 ���	���� 
���%
����	��� ������� �����
 �� ���	� ��� ���� ������ ����� �� ����� ���� �����
�� ����
�����
� ������ �	�������	 �� 
������	� � � ���	�	� ���	� ��� ��� �������
 �� 	��� 8������%
������� 
�7���	� �������	� ��� ����
 �� ��� ,��� �	 ���� ������ �	
 ���� ��� ����
 ����������
�� 
������	� �������� ����� ��� �����% �����	��	� ��� ��������� ��� ����	� � ����� �������
� ��� ���	���� ��������	� 8�	��% ����� �� � 	��
 � � ��	������ �	
������ �����	� �	 ���

�������	 � ��� �����	��� ����	
�	� �� ��	������	� ����� � ��� ���	����

�	 ����������% ������� �	
  �	����� !2000$ �������� �� ���
 ���� �� ��� ����	
���� ���	
����� �	 �	
������ ����	� 
�7���	� �����	�� 
��� �� ���������
� ���� �����
 ��	������
� ������ ���������� �	
������ ����� ��	 �� ��������
 ���� ��� ����� �����
 ����� ������

��� ��� ���������� -�� �� �� 	�������� �� �
��� ��� �����	�� �����
 �� 
��� ���� ����

�����	�� 
����

��� ���� �����	��
 ���� 
�������� � �����
 �� ����
 ���	�	� ���	� �	
���� ����	� ����
����
 �����	�� �	����	��
 
���� �	
��
% �	 � ��� � �����% ���	�	� ���	� �	
���� ���
����	
�
 �	 ����	��� ������ 
���� ��������� ��� ������ �����	�� ���� ���	��
% �	


�7���	� �����	���� ��� ������� �� ��� ���� ����� ��������% ���� ������ ��	 ����	 �����
���	 ������ 9
����	� ������	� �����
� �� ���	�	� ���	� �	
��% �� �����	� �	 ��� ,��� ������	
� �������� ������	� �� ����	� ��	����% ����	���� �	
 ��������� 
���� ������	 " ����� �	
����������	 � ���� �����
 �� ��� &��	�� ���	���� &�	����% ������������ ���������	� ���
��
 �	 ������	 4 �	 ��� �����	�
 ���	�	� ���	� �	
�� �� ������ ��� �������� �	 ���������% ���
�	
�� �� ���� �������
 ���� ������ �	
��������

?



� �������� � ����������� ��� ����� !�	 ��"�������

�������

9 ���	�	� ���	� �	
�� ���� �� 
������	�	� �� � ����	 �����	�� ������ ��� ����������� � ���	�
�	 � ����� � �����������	 �� 
����������	� �� ��	���	�� ��� ����� ����� ���� ��� ���� ��	����
���� ������	 
������ ��� ��
�� ����	� ��	���� �	
 ��������� 
��� �	
 ������ ���� � ��	����
�����	�����	 � ��� ��������	� ������� � ��� ���	�	� ���	� �	
��� ���	% �	 ���������	� ?�"
�	 ?�4 ��� 
������
 �����
 �� ������
� ���� �����
 �� ������
 �� &��	�� ����	��� ������

��� �	 ��� ������	 "�

��� ���� ����	
�� �� �� �	��������� �	
���� ����� �����

��� ��� �� �� ��	�����+� ��� �	�������	 ����	 �� ��� ����	��� ������ !Yt$ �� � 
�������
�	�������
 �������� Zt �������	� ��� ����� ��� ���	���� ����� �� �	� ��� ����� �����
 ��
����� �� +1 !����� −1$ � ��� ������ ������ ���	����� �	 ����������	� !����� � 
���������	�$
������ Zt ��� ��� 
�	����� � � ������	���� ,��� ��
�� ������ ����	 ����� ���	�����	
������ ���������� ��	�������� ��� ,��� ��� � ���������� �� �� ��������
 !�������������
η = P (Zt|Zt−1)$�

�	 �

����	% ��� 
��� ��� ����������	� !�����	� 
��� ��� ������
$ � � ��� � Q ���	��������
������% Y = (Y q

t )(t, q)∈{1,...,T}×{1,...,Q}% ����� t �� ��� ��	�� �	
 q ��� ������ 	������ �����
�������
 ������ ��� ��
�
 �	�� ����������� ��������� (Xq

t ) ����� ��	 ���� �	�� ��� ��������
������ !+1 �� −1$ �� ���� 
��� t �	
 �� ���� ������ q% 
���	
�	� �	 ��� 4���	�� 
�7���	��
� ��� ������ �������
 �� ��� ��	� ��	 ���	
� ���� �� ��� ��
�	� �����

8���	� � ��� � ��
�
 ��	���� ����������	� !�� �����	� 
��� �� ���� ������$ Xq
t % �� ��

	�������� �� 
������	� �� ���� 
��� ��� ������������� � ���	� �	 ���� ��

�	 ����� � ���
���	���% ����	 �	�������	 ��������� �� �� ���� 
���0 ����� ��� ��� ,�����
 �������������
P (Zt|It)% ����� It = (X1, . . . , Xt)� �������
 ������������� P (Zt|IT ) ��� ���� 
�,	�
 ����	
��� ����� �	�������	 It = (X1, . . . , XT )�

��� ������������� � Xq
t 
���	
 �	 ��� ��

�	 ��������� Zt% �	
 ���� 
���	
�	�� ��

��	����
 �� ��	���	� ��	
����	�� ������������� P (Xq
t |Zt)% ��	�������	� ��� ����	
 ��� �

���������� �� �� ��������
� &�� �	���	��% � ��� ��

�	 ����� �� �����������	 !Zt = +1$% ���
����������� � �����	�	� �	 @����� ��� ���	
@ !Xq

t = +1$ �� ������ ���	 � ��� ��

�	 �����
�� 
����������	 !Zt = −1$�

��� ����������� ��
�� �� ��������
 �� �	 3�� ��������� !3���������	�������+����	$�
-� ��������� ���������
 ������+����	% �� �	����� �� �����	 ��� �������� � ��� ����� ��� �
���������� �� ���� �� ,�����
 �	
 �������
 ��

�	 ������ �������������� ��� �����
���
���� .��������8������	 ,������  �����% ��� ,�����
 ������������� �	
�� �� ��
�
 �� ������0
Indext = P (Zt = +1|It) − P (Zt = −1|It)�

-���� ������ 
���������	�% �	� ����� 	��� ���� ��� ,�����	� ���� �	�����
 ���� �� ������

������� �
����
 ��� ��� �����	�� �������� � ������� �	
  �	����� !2000$� =	 ��� ��	�
�����% ��� ��
�	� ���� �� ���� 
�7���	� ��� ����� �������� !�	
��
% ���� ��� ��� �		������	
���	 � �	 �	�������� 9: ��������� �	 ���� �	��� ���	�������� ���� ������ Y q

t $� =�� ������
�� ��� ��
�	� ���� �� ������ �� -���	 �	
 -���	 !2002$ �	�A�� -��� ����� ��� 
�������
 ����
��������� �	 ��� ������	� ���������	� 9���� ��� ��� ���	 �		������	 � ���� ���� ����� ���
��� ������� �� ��� ��	����% ����	���� �	
 ��������� 
��� ������� ��� �������� �����
�
�	�� 
��� ���� ��	���� 
����

=���� �����,�����	� ���� ���	 ����
 �� ��� ����������	�� ���	�	� ���	� �	
��� )������
������% �	 �����	����� ���	�������� ��
�� ����
 �	 8������	A� !1989$ �����
����� ��� ���	
���
� ���� �����
 ��	 �� �����
 ���	�������� ������� ����� �� 	� ��
�	� ���� �	
 ��� ���
��������	� Y q

t ���� ��	
����	�� 	����� 
�	���� �	����	�� �	����
 ��� ������ �� � �����������
�	
�� ������� ��� ����������	� ��� ��
�
 �	�� 
������� ������ �� ���� ������� ��� �������
����	 �� ��� ��� ���������� ��� ����� ����� ���� �������� ������ ������� �� ��� �����������
���	�	� ���	� �	
�� �����	�
 �����

"



��� ������ ����

�� ���	���� ���	�������� �	�������	 (yq
t ) �	�� (xq

t ) �� ������ �� 
�7���	����� ��� ���	�
�������� ������ ���� � 4���	�� ��� �	
 ��� �������	� ��
�	� 
���	
� �	 ��� �������	 � ���
4���	�� ��������	 �����
� ��� ��
��	 � ��� �������
 4���	�� ��������	�0

xq
t =

{
+1 �

(
yq

t − yq
t−3

)
> mq = median{yq

r − yq
r−3, r = 4, . . . , T}

−1 ���������

�	 ��� ���� � ����	���� ������% ��� ��
�	� ���� �� ����� �������� ����	 ��� ��� ���� ���
4���	�� ������� ����� �� �	�������
% ��� ����� � ��� ���	 ������	 "���	�� �	
 B���	��
������� ������ �� �	�����
 0

xq
t =

{
+1 �

(
yq

t − 1
2 (yq

t−2 + yq
t−4)

)
> mq = median{yq

r − 1
2 (yq

r−2 + yq
r−4), r = 5, . . . , T}

−1 ���������

���� ��
�	� �����
 �����	�� ��� �
��	���� �� ,� ���� ��� ������������	���� �����	��
���	��� 9�������% ��� ��
�
 �	�������	 �� �����
�
 ����� ����� ��	��� ����� ��� �����	��
���	�� �� ��� ������ �� ������
 ��� �� ���� �������A� ,��� ��	��% ���	% �� ��� ������ �������
��	����% ��� ��
�
 �	�������	 �������� �� � ��	���� ����� �������� ���� ��
�	� ���� ������
������ �� �	���
��� ����	���� �� ���������� �������

��� �����
��� ����

8���	� � ��� � ����������	� (xq
t )% �� �� 	�������� �� 
������	� �� ���� 
��� ��� �������������

� ���	� �	 ���� �������� ����� � ��� ���	���% ����	 ��� �	�������	 ��������� �� �� ����

���0 ����� ��� ��� ,�����
 ������������� ξt/t = P (Zt|It)% ����� It = (X1, . . . , Xt) ���	
� ��
��� ��� �	�������	 �������
 �	��� ��� 
��� t� 9������� ���������� ��� ��������
 ���� ���
����� �����
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��� t�

&������	� ������� �	
  �	����� !2000$% ��� ��

�	 ������ ����� Zt �� �	 ��� �����
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��� � ��� �	
���	
�	� ������ ����	� Z̃t(= +1 �� −1) �	
 Wt != 0 �� 1$�
Z̃t �������	�� ��� ���	���� ����� �	
 Wt ���	� � ����	� !����� 1$ �� 
������ !����� 0$
���	���� ���	
� ����� ��� �������� 2 × 2 ��

�	 ������ ������ Zt = (Z̃t, Wt) ∈ Z =
{(+1, 1); (−1, 1); (+1, 0); (−1, 0)}�

��� ������������� � Xq
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P (Xq
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ξt/t−1 = ηξt−1/t−1 (1)

ξt/t(z) =

ξt/t−1(z)
Q∏

q=1

πq
z(xq

t )
1(xq

t �� ��� �������)

∑
s∈Z

ξt/t−1(s)
Q∏

q=1

πq
s(xq

t )
1(xq

t �� ��� �������)

(2)

�����0

� X = (xq
t )(t, q)∈{1,..., T}×{1,..., Q} �� ��� ������ � ��� ��
�	� � 4���	��� 
�7���	�� ���

��������	�%

� ξt/t′ �� ��� �����	 ������ � ξt/t′(z) = P (Zt = z|It′) �� z ∈ Z ��� ����������� ����
��� ��

�	 ������ �������� ����� ��� ����� z ����	 �	�������	 �	��� 
��� t′%

�	
 ��� 4 + 2 × Q ���������� � ��� ��
�� �� �� ��������
0

� ��� ���	�����	 ������ η = (ηij)(i, j)∈Z2 ����� ηij = P (Zt = i|Zt−1 = j)�

� ��� ��	
����	�� ������������� πq = (πq
z(x))(x, z)∈{−1,+1}×Z ����� πq

z(x) = P (Xq
t =

x|Zt = z)�
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 ��	 �� ������	 �	
 ��������
 ������� 3�� ��������� �	 ��
�� ��
�������� ��� ����������

L(x2, . . . , xT ) =
∏T

t=2 l(xt|It−1)
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�� !�)�$ �� ��������
 �� ��� ����������� 
�7���	�� ������	
���� �	
 ��� �������0

TPIt = P (Zt ∈ {(+1, 1), (+1, 0)}|It) − P (Zt ∈ {(−1, 1), (−1, 0)}|It)
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�� �� ,�����
 �� ��� ������������� � ��� ��

�	 ������ ��� ��	
����	�� �	�� ��
���� �	�������	� ���� ������� �� ����� ������� �� ���� 
���% �� �� ����� �� ��� ���� ����
������� ����	 �� ��� �)�� ��� ,�����
 �	
�� �������� ����� ��� �������� � ��� �	
������
�� 
������	� ������ ���	����

=	 ��� ��	����� � �	� ��	�� �� ������ ��� 
���	� ����� � ��� �	
�� ��� �������
 �)�
��	 �� ���� ����������� 0

TPIsmoothed
t = P (Zt ∈ {(+1, 1), (+1, 0)}|IT ) − P (Zt ∈ {(−1, 1), (−1, 0)}|IT )
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 �����
� �	
 ��� ������� ����	 �� ���� �������
 �	
�� �� ���� ��������� ��� ����	
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&	���� � �� ��������� ������' �� ��� ����� �	� ������	� �� �����(

L = P (x1, x2, . . . , xT )

=
∏T

t=1 P (xt|It−1)

�	��� t �� �	� ���	) *����
 �	� ��������� � �	� ������������ P (xt|It−1) 
���� �	� ����������
"η ��� π" ��� �	� ���������� (xt) ���� ���� � �������� �	� ������	� �� ���������)

��� ������
�� ����

&	� ��������� �������� ��������� ����� ��� �� ��������� 
���� �	� ���������� η ��� π) &	�
�������� ���� +������ %����� �	�� ���� ��������� �������� ��� �� �	� ���	�� ����(

ξt/t−1 = ηξt−1/t−1 (1)

ξt/t(z) =

ξt/t−1(z)

Q∏
q=1

πq
z(xq

t )
1(x

q
t �� ��� �������)

∑
s∈Z

ξt/t−1(s)

Q∏
q=1

πq
s(xq

t )
1(x

q
t �� ��� �������)

(2)

�	��� ������� ��� �	� ���� �� �� ������ �)
&	� %��� ������� �� �	� ���������
 ������� � �	� �����"����� ���� �	��� �	� ����� �� �	�

�������
 �������) ,�� -���� ������' �	�� ��� ��������	�� �� �����(

ξt/t(z) = P (Zt = z|It)

= P (Zt = z|Xt = xt, It−1) �	��� ��� ����� xt ��������
 �	� ���������� xp
t ��� �� ������


=
P (Zt = z, Xt = xt|It−1)

P (Xt = xt|It−1)

=
P (Xt = xt|Zt = z, It−1)P (Zt = z|It−1)

P (Xt = xt|It−1)

=
ξt/t−1(z)P (Xt = xt|Zt = z, It−1)

P (Xt = xt|It−1)

.� ���������� �� ���� t ������ � It−1 ��� �	��
	 Zt ��� �	�� ������� ������ ��� �������"
���� ������� ���	 �	�� �����
 Zt' �	� ����� ������ ������(

ξt/t(z) =
ξt/t−1(z)P (Xt = xt|Zt = z)

P (Xt = xt|It−1)
�	��� ��� ����� xt ��������
 �	� ���������� xp

t ��� �� ������


=
ξt/t−1(z)

∏Q
q=1 P (X

q
t =x

q
t |Zt=z)

P (Xt=xt|It−1)

=
ξt/t−1(z)

∏Q
q=1 π

q
Zt=z

(x
q
t )1(x

q
t �� ��� �������)

P (Xt=xt|It−1)

/�����' �	�� �	� ��������� xq
t �� ������
' P (Xq

t = xq
t |Zt = z) = 1) .�� �����
 � �	�

?"
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P (Xt = xt|It−1) =
∑
s∈Z

P (Xt = xt, Zt = s|It−1) �	��� ��� ����� xt ��������
 �	� ���������� xp
t ��� �� ������


=
∑
s∈Z

P (Zt = s|It−1)P (Xt = xt|Zt = s, It−1)

=
∑
s∈Z

P (Zt = s|It−1)P (Xt = xt|Zt = s)

=
∑
s∈Z

P (Zt = s|It−1)

Q∏
q=1

P (Xq
t = xq

t |Zt = s)

=
∑
s∈Z

ξt/t−1(s)

Q∏
q=1

πq
s(xq

t )
1(x

q
t �� ��� �������)

,������' �� ���	 �������� � �� 0���������"1���������� ��
���	�' �	� ���������� �
"������	�
������� ��� �� ��������� �� �	� η ��� π ����������) .���� �	� �����
���� � �	� ��
���	�'
�	� %������ ������������ � �	� 	����� ������ ��� �������� �� ���� �� �	� η ��� π ����������)
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�
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&	� ���	�� ������������ � �	� 	����� ����� ��� ���������� �	���� � �	�� �������� ���������
�������(

P (zt|IT ) =
∑

zt+1∈Z
P (Zt+1 = zt+1|Zt = zt)

P (zt|It)

P (zt+1|It)
P (zt+1|IT )

&	�� ���� ��� (

P (zt|IT ) =
∑

zt+1∈Z
P (Zt+1 = zt+1, Zt = zt|IT ) =

∑
zt+1∈Z

P (Zt = zt|Zt+1 = zt+1, IT )P (Zt+1 = zt+1|IT )

.�' ����������� � Zt+1' �	� ������� xt+1, . . . , xT ��� ����������� � It (

P (Zt = zt|Zt+1 = zt+1, IT ) = P (Zt = zt|Zt+1 = zt+1, xt+1, . . . , xT , It)

=
P (xt+1, . . . , xT |Zt+1 = zt+1, Zt = zt, It)

P (xt+1, . . . , xT |Zt+1 = zt+1, It)
P (Zt = zt|Zt+1 = zt+1, It)

= P (Zt = zt|Zt+1 = zt+1, It)

=
P (Zt+1 = zt+1|Zt = zt, It)P (Zt = zt|It)

P (Zt+1 = zt+1|It)

&	������' �	� ��������� ��������� ���� �� �������)
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&	� ������
 ������ �	� �	� ��������� ���� �	��� �������� ������ � �	� ���������� ����������
������ ��� ��������� ������� �� �	� &2/ ����) &	�  � ������ ��������� �� �	� �������� ������
��� ����� �� ������� ������) &	� ������ P (X | Z) �	�� �	� ������������ � �	� ��
��� Xt �	�
	�
� �� ������� ������ 
���� �	� 	����� ����� Zt = (Z̃t, Wt) �3 ������� ������( 	�
	 ������� ��
���'
	�
	 ��������� ��
���' �� ������� ��
��� ��� �� ��������� ��
����) &	� ������ P (Z̃t | Z̃t−1)

���� �	� ��������� ������������ �� �	� 	����� ����� � �	� ����� ��� �	� ������ P (Wt | Wt−1)
�� �	� ��������� ������ �� �	� ��������� 1���� �������������� ����� ��� �� ������	�����)

ηZ̃ = P (Z̃t | Z̃t−1) =

⎛
⎜⎝

0.93 0.05
(0.011) (0.006)
0.07 0.95

(0.011) (0.006)

⎞
⎟⎠

ηW = P (Wt | Wt−1) =

⎛
⎜⎝

0.84 0.25
(0.026) (0.036)
0.16 0.75

(0.026) (0.036)

⎞
⎟⎠

π = P (X = +1 | Z) = P

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

IP CP

IECP

IGBO

IT OB

IF OB

IINV

BIP CA

BIECA

BIT OB

BIP CW

BIUP C

RTT OB

RTGBO
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